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1 L'objet de la cosmologie 

La cosmologie a pour but I'etude de I'Univers comme un tout. Dc cctte maniere, 
elle se distingue de I'astrophysique qui vise plutot I'etude des objets particuliers 
qui existent dans I'Univers, comme les etoiles, les galaxies, etc. La cosmologie 
essaye de repondre aux questions du genre: 

1. L'Univers, cst-il statique ou evolue-t-il avec le temps? 

2. Est-il globalement homogene ou ses propriete dependent de la position 
dans I'espace? 

3. Comment peut on expliquer la formation des galaxies, amas de galaxies, 
et toutes les autres structures que Ton observe? 

4. Comment se forment les elements chimiques qui existent dans la nature? 
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5. Quelle est la nature des composants materiels qui remplissent I'Univers? 

Evidemment, cette liste n'epuise pas I'ensemble de problemes abordes par la 
cosmologie. 

La force dominant dans I'Univers a grande echelle est la gravitation. Ainsi, 
on doit avoir une theorie de la gravitation pour essayer de decrire la structure 
et revolution do TUnivcrs. Nous avons actucUonicnt unc thcoric dc la gravita- 
tion qui rcpond dc manicrc positive aux impositions thcoriqucs et obscvation- 
nelles: c'est la Relativite Generale. Du point de vue theorique elle incorpore 
les principes relativistes, ainsi comma le principe d' equivalence; du point de vue 
observationnele, la Relativite Generale a resiste aux tests locaux auxquels elle 
a ete soumise. La Relativite Generale decrit la gravitation comme la structure 
de I'espace-temps creee par la distribution de matiere. 

Nous debuterons cet expose sur la cosmologie en rappellant les grandes lignes 
de la Relativite Generale. L'Univers semble etre a grande echelle homogene et 
isotrope. Done, ensuite, nous obtiendrons la structure geometrique qui doit 
servir pour la description de cet Univers homogene et isotrope. Les possibles 
solutions dynamiques seront determinees. Les principaux parametres observa- 
tionnels seront decrits, cc qui pcrmcttra par la suite d'ctablir Ic modele cos- 
mologique standard, cclui qui fournit unc description de revolution de I'Univers 
en accord raisonablc avcc cc qu'on observe. 

Les problemes qui existent dans cc modclc standard seront presentes, ainsi 
que leur possibles solutions, particulierement le modele d'inflation. Nous finis- 
sons ces exposes en decrivant certains problemes ouverts aujourd'hui en cos- 
mologie et quelques perspectives futures. 

Ces exposes visent un public des mathematiciens et physiciens non specialises 
dans le domaine de la cosmologie. Des references dans ce domaine peuvent etre 
trouvees en [1, 2, 3]. 
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2 La Gravitation comme geometrie de I'espace- 
temps 

La premiere theorie de la gravitation a ete formulee par Newton pendant le 
XVII siecle. EUe dit que la force gravitationnelle entre deux corps ponctuels de 
masses mi et est donnee par I'expression 

F = G^ . (1) 

oil G = 6,67 X 10~^^ Nkg~'^m'^ est la constante gravitationnelle. La theorie 
newtonienne congoit la gravitation comme une force qui agit instantanement a 
distance. En plus, si nous combinons la loi de force gravitationnelle newtonienne 
avec la deuxieme loi de Newton, nous obtenons pour la force sur le corps de 
masse m2, par exemple, 

m2a = G — — a = G-^ • (2) 

Cela veut dire que tous les corps subissent la meme acceleration due au corps 
mi, indepcndamment de leur masse. 

Cette derniere propriete est due au fait qu'on a considere que la masse qui 
apparait dans la deuxieme loi dc Newton est la meme qui apparait dans la loi 
do force gravitationnelle. Or, coci du point dc vuo thcoriquc n'cst pas vrai: la 
masse qui apparait dans la deuxieme loi est rclicc aux proprictcs incrticlcs du 
corps, c'est-a-dire, a la tendance du corps a se maintenir dans un certain etat de 
mouvement; la masse qui apparait dans la loi de gravitation est une mesure de 
I'intensite du champ gravitationnel cree par le corps, etant par consequent une 
sorte de "charge gravitationnelle" . La signification physique des deux masses est 
done completement differente, et leur egalite ressort du fait experimental que 
tous les corps subissent la meme acceleration dans un champ gravitationnel. 
II n'y a aucune raison theorique pour que ga soit le cas. L'egalite des masses 
inertielle et gravitationnelle est connue comme le "principe d'equivalence" . 

D'une maniere plus precise, dans le cas ou le contenu materiel est vu comme 
un fluide, la gravitation newtonienne conduit a un ensemble d'equations qui 



3 



pcuvcnt ctrc appliquccs a la description d'un modclc cosniologiquc. La premiere 
concerne la conservation de la masse. Considerons un volume V defini par une 
surface fermee S. La variation de la masse a I'interieur du volume est egale au 
courant de masse a travers la surface: 

|^+Vj=0 , j = pv. (3) 

Considerons maintcnant la dcuxicmc loi dc Newton pour un clement de ce 
fluidc dc dcnsitc p. Sur cet element agissent le grandient de la pression et la 
force gravitationnelle: 

dv _ _ , 
p— = -Vp - pV(A ^ 

+ tT.Vu = ^-V<l> , (4) 

at p 

oil (f> est Ic potcnticl gravitationncl. 

Finalement, le potentiel gravitationncl du a une distribution de masse s'ecrit 
comme 

m = -G I T^.dV . (5) 
J |r — r I 

Utilisant le fait que 



V^T^-^— 7 = -47r(5(f-r ) , (6) 



nous obtenons 



V^^i = 47rGp . (7) 

Ainsi, le systeme d'equations convenable pour decrire une cosmologie new- 
tonienne est: 

|^+V.(H=0 , (8) 

^ + v.Vv = -^-V<j> , (9) 
at p 

^'^(j) = a-kGp . (10) 

La premiere equation est I'equation de continuite, la deuxieme I'equation d'Euler 
et la troisieme I'equation de Poisson. Dans ces expressions, p est la densite 
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d'un fluidc, v le champ de vitesse du fluide, p la pression et (j) le potentiel 
gravitationnel. 

Malgre son succes evident, la theorie de Newton contient deux inconvenients 
majeurs du point de vue theorique: 

1. La propagation instantancc dc I'intcraction gravitationnellc est cn fla- 
grante contradiction avec les principcs dc la Rclativitc Rcstreinte qui 
etablissent une vitesse limite dans la nature, celle de la lumiere; 

2. Le principe d'equivalence n'est pas naturellement contenu dans la theorie. 

Ces problemes ont ete abordes par Einstein, qui a propose une nouvelle 
theorie de la gravitation. Dans cette theorie, la gravitation n'est plus vue comme 
une force, mais comme la structure de I'espace-temps quadri-dimensionel. Ainsi, 
les principes relativistes sont inclus, puisque nous avons maintenant a faire a un 
espace-temps, et aussi le principe d'equivalence, puisque les corps se deplacent 
tous de la meme maniere dans une geometric donnee. L'idee centrale de la 
theorie einsteinienne c'est que la geometric de I'espace-temps n'est pas une 
donnee a priori, mais qu'elle est determinee par la distribution de matiere. La 
relation fondamentale est du genre, 

geometric = matiere . (11) 

Mathematiquement, nous avons que la geometric sera donnee par les coeffi- 
cients metriques 5^1/ de I'intervalle spatio-temporel 

ds^ = g^.^dx'^ dx" . (12) 

La courbure d'une variete est caracterise par le tenseur de Riemann 

oil les symboles de Christofell s'ecrivent comme 

= ^5^^ (a^57- + d.gj^, - d^g^^ . (14) 
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Lc tcnscur de Riemann est connecte a la non-commutativite des derivees covari- 
antes: 

- = ^"^.^'^ , (15) 

ou le point- virgulc indiquc la dcrivcc covariantc. 

A partir du tenseur de Riemann nous pouvons obtenir le tenseur de Ricci 
Rfj,u defini comme 

a,r^,-9.r^, + r^,r^^-r^,r^, , (i6) 

A partir du tenseur de Ricci, on construit le scalaire de Ricci au moyen de 
I'expression 

R = g''''R^, . (17) 

Lcs coefficients mctriqucs scront solution des equations dynamiques qui re- 
lient la geometrie a la distribution de matiere: 

R^u-\g^uR = &T^GT^^ , (18) 

oil Tf^i, est lc tcnscur d'impulsion-cncrgic. Nous avons dccrit auparavant lc con- 
tenu du cote gauche de I'equation d'Einstein, c'est-a-dire, de sa partie geometrique, 

Maintenant, il faut specifier le contenu materiel. Ceci est donnee par le 
cote droit de I'equation d'Einstein. En general, lorsque dans le fluide il n'existe 
pas de cisaillement ni transfert de chaleur, le tenseur d'energie-impulsion s'ecrit 
comme 

T^'•' = {p + p)u^'u'' -pg^"" , (19) 

oil est la quadri-vitesse du fiuide de densite p et pression p. Ces equations 
peuvent etre obtenues a partir de la densite lagrangienne 

^=Yi^^^ + ^rn , (20) 

oil Cm est le lagrangien qui decrit la matiere. 

Lorsque nous avons affaire a un espace-temps qui admet un feuilletage de 
telle maniere que la variete quadri-dimensionnelle prenne la forme = 
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R X S^, oil est unc hypcrsurfacc spatiale et R designe la lignc tcmporcUc, 
nous pouvons choisir un systeme de coordonnees co-mobile, tel que la quadri- 
vitesse prend la forme 

"" = (1,0) . (21) 

Avec cc systcmc dc coordonnees co-mobile, les composantes du tenseur d'energie- 
impulsion s'ecrivent, 

T°° = p , T'^ = -pg'i , T°' = . (22) 

Les equations d'Einstein se reduisent a I'equation de Poisson dans 1' approximation 
du champ faible. 

Le tenseur de Riemann satisfait aux identites, 

qui sont connues comme identites de Bianchi. Par contraction, on obtient 
I'identitee 

R'^^-Iq^'-r) =0 , (24) 
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d'oii il suit, du fait des equations d'Einstein, 

T^^.f, = . (25) 

Ccttc dcrnicrc relation cxprimc la conservation du tenseur d'impulsion-energie. 
Dans la limite newtonienne elle se reduit a la conservation de la masse, I'equation 
de la continuitc. 

Toutes ces relations doivcnt ctrc completccs par I'equation des geodesiques. 
Cette equation decrit comment une particule test se deplace dans un espace- 
temps donne. L'equation des geodesiques est de la forme, 

ds^ ds ds ~" ■ ^^^> 

Dans la limite du champ faible, cette equation se reduit a I'equation d'Euler, 
c'est-a-dire, la deuxieme equation de Newton ecrite pour un fluide. 

Avant de passer a I'etude des modeles cosmologiques relativistes, regardons 
ce que nous disent les equations newtoniennes. A grande echelle, I'Univers est 
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homogcnc ct isotropc. Done, la dcnsite, et par consequent la pression, ne pent 
dependre que du temps, p — pit), p = p(t). Ainsi, nous en deduisons, a partir 
de Fequation (8), que le champ de vitesse doit etre donne par una fonction du 
temps qui multiplie r. Posons, par commodite, 

v = -f . (27) 
a 

Dans cette expression, a, doit etre une fonction uniquement du temps. En plus, 
a = La raison pour laquelle on a mis I'expression pour la vitesse sous cette 
forme deviendra plus claire par la suite. Ainsi, de (8), nous obtenons, 

p + 3—p = — > P = ^ , Po = constante . (28) 
a a-^ 

Maintenant, considerons Fequation de Poisson. Puisque le cote droit ne depend 

que du temps, nous avons 

V0 = ^^pf . (29) 

Maintenant, en se rappellant que la pression ne depend que du temps, nous 
trouvons pour I'equation d'Euler, 

a 4ttG 4ttGpo 

a=-—' = - — ^^ ■ (^^^ 
Cette equation admet I'integralc premiere, 

T-Ti-^ ■ 

oil k est une constante d'integration. Nous pouvons verifier que cette derniere 
relation dit que I'energie cinetique par unite de masse, moins I'energie potentiel 
de masse, est egale a I'energie par unite de masse k. Lorsque k > 0, a croit 
jusqu'a atteindre une valeur maximale, apres quoi il decroit; si fc < 0, a peut 
croitre indefiniment; le cas A; = correspond a la situation marginale. Nous 
reviendrons a ce comportement lorsque nous traiterons du cas relativiste. Ob- 
servons que a joue le role de "rayon de I'Univers", quoique cette denomination 
est loin d'etre precise. 

Observons, finallement, que Fequation obtenue auparavant peut etre reecrite 
sous la forme, 

. \ 2 , 

-) +3^ = 87rGp . (32) 
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Nous rctrouvcrons aussi ccttc equation, ditc equation de Friedmann, dans le 
cas relativiste. Mais, ceci ne veut pas dire que le cas relativiste, en general, est 
equivalent au cas newtonien, comme on verra par la suite. 



3 La metrique de I'espace-temps 

Dans la theorie de la Relativite Generale, la gravitation est exprimee comme la 
geometric de I'espace-temps a quatre dimensions. C'est a dire, il faut determiner 
les coefficients de la metrique 

= g^^dxi'dx" , (33) 

oil fMjV = 0, 1, 2, 3. Nous cherchons une metrique qui decrive un Univers qui soit 

globalement homogene et isotrope et qui evolue avec le temps. La construction 
de la metrique qui dccrit un Univers obcissant aux hypotheses (soutenues par 
les observations) d'homogcncitc ct d'isotropic suit un schema assez simple. Si 
rUnivcrs est homogene ot isotrope, la section spatialc pour chaquc temps t fixe 
doit etre espace homogene. Done, on peut ecrire la metrique comme 

ds^ = dt^ - Qijdx'dx^ , (34) 

oil i,j ~ 1,2,3. Le fait que le coefficient du terme temporel soit egal a I'unite 
decoule de I'emploi d'un systeme de coordonnees co-mobile. La metrique gij 
definie sur la section spatiale doit etre celle d'une sphere, d'un espace euclidien 
ou d'une pseudo-sphere, dont I'echelle peut changer avec le temps. Ce sont les 
trois cas d'espaces homogenes. La metrique ne peut prendre que la forme 

" dr^ 



ds^ = dr - Qijdx'-dx^ = dr - o^(t) 



+ r\d0'+ sin' 0d(t>') 



(35) 



oil le parametre k peut prendre les valeurs 1 (sphere), (section euclidienne) 
et = — 1 (pseudo-sphere). Ces valeurs sont obtenues apres un re-echellonage 
de la courbure. La fonction a{t) est nommee facteur d'echelle puisqu'elle donne 
I'echelle de ces espaces homogenes comme fonction du temps. 
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Lorsquc k = 0, ccttc forme do la mctriquc est cvidente, puisquc nous avons 
une section spatiale euclidienne. Pour les autres cas, il faut calculer explicite- 
ment cette forme. Considerons, comme exemple, le cas de la sphere. Pour 
simplifier, prenons la sphere bi-dimensionelle. La metrique prend la forme, 

ds"^ =B? {de^ + sin^ 0d(j)^ ) , (36) 

ou R est le rayon de la sphere. Nous pouvons faire une projection stereographique 
de la sphere sur le plan {x,y), correspondant aux transformations 

X = 2iicotan- cos cj) , (37) 
y — 2i?cotan- sin (p ■ (38) 



En utilisant ces transformations, nous obtenons les relations suivantes: 

i + .f 



sme=^^^ ; (39) 



d0^7;^^T^i^dx + ydy) ; (40) 



2i?2 / 1 + P 
1 1 

4R272 



<i'P= l[^^i^dy -ydx) ; (41) 



f=^V^+7 ■ (42) 

Avcc CCS relations on obtient pour la metrique de la sphere projetee sur le plan 
euclidien, 

ds"^ = =^-{dx^ + dy^) . (43) 

J- + TS^ 

Cette projection montre que la sphere n'est pas localement isometrique au plan 
euclidien, a cause du facteur conforme en (43). Le cas de la tri-sphere conduit 
exactement au meme resultat, pouvant etre ecrit en termes de coordonnees 
spheriques {r',6,^) sur I'espace euclidien comme 

ds'^ = — ^ [dr'^ + r'2 {d0^ + sin^ edcj)^ )] , (44) 

1 + ^ 



fc=4 • (45) 



ou nous avons defini la courbure comme 

1 
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Maintenant, nous introduisons la transformation 



1 + ^ 

Apres quelques calculs, on trouve 

dr' dr 



r' = 2(—^^ . (46) 



(47) 



et inserant ces transformations dans (44), on retrouve la section spatiale de la 
metrique de FRW pour le cas k = 1. Le cas de la pseudo-sphere suit les memes 
lignes. 

Connaissant la metrique, on pent evaluer le cote gauche des equations d'Einstein. 
Pour ce faire, on doit d'abord calculer les coefficients dc Christoffel et ensuite le 
tenseur de Ricci iJ^^ et le scalaire de Ricci R. Nous ecrivons done la metrique 
sous la forme 

500 = 1 , = a'^{t)^ij , (48) 

ou 7y est la metrique a courbure constante sur la section spatiale. Ainsi, les 
coefficients de Christoffel prennent la forme 

^oj = l5i , Tl=aa^i^ , T%=f)k , (49) 

ou r*^ est le coefficient de Christoffel construit a partir de la metrique de la 
section spatiale 7,j. Toutes les autres composantes du coefficient de Christoffel 
sont nuUes. Ainsi, on peut evaluer les composantes du tenseur de Ricci. Nous 
trouvons: 

Roo = -3^ , (50) 
Rij = -aa-2a^-2k . (51) 

Pour le scalaire de Ricci, il en resulte 

k 



R = -6 



a / a , 

-+ - + — 
a \a J 



(52) 



Ainsi, les composantes non nuUes du tenseur d'Einstein sont 

Gij = -2ad-a^-k . (54) 
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Maintcnant il faut tourncr Ic regard du cote droit des equations d'Einstein. 
Le tenseur d'impulsion-energie s'ecrit comme 



T"-" = {p + 'p)vF-v!' - pg""" . (55) 

Nous pouvons toujours trouver un systeme de referentiel qui suit le fluide. Dans 
ce referentiel, les particules du fluide sont au repos. Done, la quadrivitesse 
s'ecrit comme 

w'' = (1,0,0,0) . (56) 
Ainsi les composantes du tenseur d'impulsion-energie s'ecrivent comme 

TOO = p , (57) 
T'^ = pa'^yi . (58) 

De cette maniere, les equations d'Einstein prennent la forme 

2 , 

+3— = 8ttGp , (59) 

^ k 

+— = -SttGp . (60) 

En plus de ces equations, nous avons la loi de conservation, exprimee par fait 
que la divergence du tenseur d'energie-impulsion est nuUe: 

^"^ = • (61) 
En utilisant la metrique de FRW, nous trouvons 

p + 3^(p + p)=0 . (62) 

Remarquons, qu'au contraire du cas newtonien, la pression maintenant in- 
tervient dans la loi de conservation relativiste. Cela conduit a des scenarios dis- 
tincts des cas newtoniens correspondants, sauf quand la pression est nuUe. Les 
equations (59,60,62) forment I'ensemble des equations qui decrivent revolution 
d'un Univers homogene et isotrope. Le but est de trouver la fonction a{t), ainsi 
que p{t). 







i 








a 




-+ 




a 
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Tout d'abord, il faut rcmarqucr que Ics trois equations ci-dcssus nc sont pas 
independantes: elles sont reliees par les identites de Bianchi. Done, on ne pent 
utiliser que deux de ces equations, au choix. Mais, dans ce cas, nous avons trois 
fonctions inconnues {a{t), p{t) et p{t)) et deux equations uniquement. Cela est 
assez naturel: les solutions de ces equations ne sont pas les memes suivant le 
type de matiere qui remplit I'Univers. Le type de fluide remplissant I'Univers 
est caracterise par Vequation d'etat, qui etablit comment la pression depend de 
la densite, p = p{p). 

Dans les cas relativistes, la pression en general est proportionnelle a la den- 
site. Ainsi, nous pouvons supposer que 



ou a est un parametre, en principe constant. Trois cas sont consideres comme 
les plus importants en cosmologie: 

• a = 0, ce qui represente la matiere sans interaction, dite "poussiere"; 

• a = 1/3, ce qui represente un gaz de photons, dite "radiation"; 

• a = 1, ce qui represente la matiere dans un etat hautement condense, dite 



• a = — 1, ce qui represente I'etat du vide quantique. 

En fait, pour dcs raison qui scront discutccs plus tard, do plus on plus d'autres 
equations d'etat sont prises en compte, supposant en partieulier que a < 0. 

En possession de I'equation d'etat (63) nous pouvons aisement integrer I'equation 
de conservation (62). En fait, nous obtenons 



p = ap 



(63) 



rigide" ; 




-3(l+a) 



(64) 



po etant une constante d'integration. Ainsi, I'equation (59) devient 




(65) 
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Cctto equation admct unc solution cxactc soiis la forme de fonctions liypergeomctrique. 
Neanmoins, il s'avere plus intcrcssant du point de vue physique de la resoudre 
pour certains cas particuliers qui, a la limite, sent les plus proche de ce que Ton 
observe. 

Tout d'abord, 11 existe une solution generale lorsque la courbure de I'Univers 
est nuUe, k = 0. Dans ce cas, la section spatiale est euclidienne (mais, I'espace 
quadri-dimensionel lui meme a une courbure). Dans ce cas. 



Plusieurs caracteristiques du modele cosmologique standard peuvent etre deduites 
de cette solution, qui est remarquablement simple. Tout d'abord, elle montre 
un Univcrs en expansion. En fait, Ic factcur d'cclicUc croit avcc Ic temps. En 
remontant vers Ic passe, on trouvc un moment (t = en roccurrence), oil Ic fac- 
tcur d'cchelle s'annule. Ccla correspond a une singularite, la singularitc initiale. 
Cela correspond-il a une vraie singularite? Ceci est une question importante en 
relativite generale puisque c'est une theorie invariante par des transformations 
arbitraires de coordonnees: 11 se pent qu'une singularite apparaisse, mais que 
ce soit une simple consequence du choix de coordonnees; dans un autre systeme 
de coordonnees cette singularite peut disparaitre. Un exemple important ou 
cela arrive est le cas des solutions a symetries spheriques: lorsqu'on utilise le 
systeme de coordonnees spheriques usuel, il apparait deux singularites. Mais, 
en fait, une des ces "singularites" est un simple effet du choix de coordonnees, 
et dans d'autres systemes de coordonnees elle disparait, donnant lieu a un com- 
portement rcgulier. 

Pour verifier la vraie nature de la singularite initiale. Ic plus commode est 
d'cvaluer les invariants dc courbure: ce sont des scalaires construits a partir 
du tcnscur de Riemann, dc Ricci et du scalairc de Ricci. Puisque ce sont 
des scalaires, Icur valeiir est indepcndante du choix de coordonnees. Evaluons 
I'invariant le plus simple, le scalairc de Ricci. Pour la metrique de FRW, il 
prend la forme 




(66) 




(67) 
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oil nous avons utilise Ics solutions trouvccs auparavant pour k ~ 0. On rcmarque 
done que R ^ oo lorsque t ^ 0. Cela veut dire que la courbure diverge a 
I'origine: nous avons a faire a une vraie singularite. On reviendra sur cette 
question plus tard. 

Nous pouvons resoudre les equations (59,60,62) lorsque la courbure spatiale 
est differente de zero. Tout d'abord, nous reprenons les equations (59,62), et 
nous les combinons pour avoir 

aV k 8ttG Po 
a) ■ 

Maintenant, nous pouvons reparametriser le facteur temporel en definissant le 
temps conforme r] par I'expression 

dt = ad, ^ ^ = /J) • (69) 
Ainsi, r equation de Priedmann devient 



a 



Nous definissons 

, , SttG , 
M=—po . (71) 



Ainsi, nous pouvons ecrire 



Choissant la nouvelle variable 



-1+3° , 

a da , 

dr] . (72) 



l+3a , 1 + 3a -l+3a 

u = a ^ du= — ^ — a 2 ^ (73) 



I'integrale pent etre ecrite sous la forme 

du 1 + 3a 



^/M -ku^ 
Avec un nouveau changement de variable 



n . (74) 



u = \fMv , (75) 
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nous aboutissons a 



dv 



1 + 3a 



La solution dc I'cquation (76) depend de la valeur de k. Pour k = 1, nous 
pouvons fairs un nouveau changement de variable 



t; = sin ^ 



conduisant au resultat 

. "l + 3a ■ 
V = sm — - — T] 

Pour k = —1, nous choisissons, 



a = ao sm 1+3° 



1 + 3a 



-V 



V = sinh 6 



et le facteur d'echelle prend la forme, 

2 

a = ao sinh i+^o 



l + 3a 



(77) 



(78) 



(79) 



(80) 



La solution (78) reprcscnte, pour a > — i, un Univcrs initialcmont on expansion, 
et qui entre par la suite dans une phase de contraction. On Tappellc Univers 
ferme. D'autre part, la solution (80) represents, pour a > — i aussi, un Univers 
qui est toujours en expansion. On I'appelle Univers ouvert. 

Pour a < —1/3, les solutions pour k = —1 montrent un Univers en con- 
traction, qui attaint une singularite. En fait, cela correspond au meme scenario 
qu'un Univers en expansion si on fait le changement t — > —t. D'autre part, 
lorsque k = 1, nous avons un rebond: le facteur d'echelle a initialement une 
valeur infinie, atteint au cours de son evolution une valeur minimale pour attein- 
dre de nouveau une valeur infinie. Cela correspond a un Univers non singulier. 
Pour chaque cycle, le temps cosmique est defini dans I'intervalle — 00 < t < 00. 
II faut remarquer que les invariants de courbure restent toujours bornes, ce qui 
confirme I'impression qu'il n'existe pas de singularite dans ce cas. 
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4 Les parametres cosmologiques 

Un modele cosmologique peut etre caracterise par un certain nombre de parametres. 
Pour definir ces parametres, nous revenons a I'equation de Priedmann, 

)2 , n 

+3^ = 8^G^p, , (81) 
1=1 

ou les Pi representent les differents composantes materielles de I'Univers. Qa 
peut etre une combinaison de radiation [p^ = pr/3), poussiere {pm = 0), etc. 
Chaque composante materielle obeit a une equation de conservation: 

P^ + ^^ip^+P^)=0 ■ (82) 

Si nous admettons que chacune de ces composantes obeit a une equation d'etat 
barotropique, = aipi, nous obtenons a partir de I'equation de conservation, 

Ainsi, I'equation de Friedmann prend la forme 

a\ _87r ^_pio_ k 

i=l 



Nous definissons tout d'abord le parametre de Hubble: 

iJ=- . (85) 
a 

L'inverse de cette quantite evaluee a un moment donne t est proportionel a I'age 
de I'Univers a ce moment: 

Tal . (86) 

Par exemple, pour I'Univers spatialement plat (fc = 0) rempli de matiere in- 
coherente {p = 0), nous avons a oct^ , ce qui conduit a 

T = |l . (87) 

L'interet de cette quantite vient du fait que c'est un observable, c'est-a-dire, 
qu'elle est directement mesurable, comme on le verra par la suite. 
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Une autre quantite importante en cosmologie est le parametre de deceleration 
q, defini comme 

q = -^ . (88) 

Remarquons quo cc parametre depend de la deuxicmc derivec; du factciir d'cchclle. 
Done, il nous informc sur le changement de la vitcsse d'cxpansion. Le signe 
moins dans le deuxieme membre de I'equation (88) indique que la valcur de ce 
parametre doit etre positive si TUnivers est en train de decelerer, tandis qu'elle 
doit etre negative si I'Univers est en train d'accelerer. Cela donne la conviction 
que I'expansion de I'Univers doit etre deceleree, au vu de son contenu materiel. 
Mais cette conviction s'est averee incorrecte plus recemment, comme nous ver- 
rons plus tard. 

Les valeurs de la constante de Hubble et du parametre de deceleration au- 
jourd'hui sont denomees Hq et qq. Nous pouvons, d'autre part, choisir une 
echelle en imposant que le facteur d'echelle soit egal a I'unite aujourd'hui: 
a{to) = ao = 1. La distance propre d'un certain point a une origine choisie du 
systeme de coordonnees est donnee par r{t) = a{t)r. Avec ce choix d'echelle, la 
distance propre est egalc a la distance coordonnee aujourd'hui. Ainsi, I'equation 
de Friedmann s'ecrit aujourd'hui comme 

^o=^G^p.o-fc , (89) 
^ i=i 

ou les pio sont les densites des differentes composantes aujourd'hui. Done, 



Avec les definitions 



Stt k 



OTJl ri.'J 1 --r^yi tt2 



nous aboutissons a I'expression 



l = Y^niO + ^ko ■ (92) 
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Lorsque ^ko = 0, nous obtenons la densite critique 

n 

ne = ^f2io = l • (93) 

La densite critique est la valeur de la densite totale pour laquelle la section 
spatiale est plate. 

Utilisant la composante ii des equations d'Einstein, nous avons 

2-+f-)'+4 = -8^GX:Pi , (94) 
^ ' 1=1 

oil "Pi est la pression associe a la composante i du contenu materiel de I'Univers. 
Combinant cette equation avec I'equation de Priedmann, nous obtenons, 

i=l ^ ^ 

Supposons maintenant que la pression de chaque composante depende lineairement 
de la densite: 

Pi = oiiPi , (96) 

oil les ai sont des constantes. En exprimant I'equation resultante en termes des 
quantites evaluees aujourd'hui, nous obtenons 

1 " 

9o = -2$^(l + 3ai)Oio • (97) 

i=l 

Done, comme toutes les formes de maticrc ont, en principe, une pression posi- 
tive, Ic paramctre de deceleration devrait etre positif: la vitesse d'expansion de 
I'Univers dccroit. 

Une donnee observationnelle tres importante est le decalage vers le rouge z. 
EUe est directement en rapport avec la vitesse avec laquelle un objet s'eloigne 
de nous et, par la loi de Hubble, avec la distance entre cet objet et nous. Pour 
definir cette quantite, considerons une source (par exemple, une galaxie) qui est 
a une distance d de nous, dorenavant les observateurs. Prenons le deplacement 
radial d'un photon. 

ds'^ = c^dt^ - a^{t)dr^ = . (98) 
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Lc photon est eniis a un temps te (temps d'cmission) par uno source a une 
distance r de I'Dbservateur, et regu par ce meme observateur a un temps tr 
(temps de reception). Nous avons done, 

dr' — ~,r = c — (99) 

Mais, nous devons nous rappcUer que la lumicrc, classiquement, est un train 
d'onde qui n'est pas emis instantanement. Ainsi, le photon commence a etre 
emis au temps tg et finit d'etre emis au temps te + Se] il commence a etre regu 
par I'observateur dans un temps tr et finit d'etre regu dans un temps tr + Sr- 
Comme la source et Fobservateur ont des coordonnees co-mobiles fixes, nous 
avons 



Ainsi, 



^0 rtr+Sr W+ /-te+Se 



r , , r^"'- dt r 

/ dr = c —— r = c j 



(100) 



En general, S est un intervale de temps tres petit. Pour les frequences de la 
lumiere visible, la pcriode de la radiation est de I'ordre de 10~^^ s. Ainsi, nous 
pouvons utiliser 1' approximation 

5r 5r a{tr) 



a(te) a{tr) 5e a{te] 

La relation entre la periode et la longueur d'onde est 



(102) 



T = - . (103) 



c 



Done, nous pouvons ecrire 



Xf Qif 
Ae de 



(104) 



Definissons 



Ainsi, 



Xr — Ae Xr /1nc:^ 

z = — = 1- - 1 • (105) 



z + l = ^ . (106) 
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En choisissant Ic temps do reception aujourd'hui et en fixant Techelle telle que 
qq = Ur = 1, nous obtenons finalement 

' = -'^W) ■ ^'''^ 

Considerons maintenant le facteur d'echelle a{t). Faisons un developement 
limite autour du temps aujourd'hui to- Nous obtenons 



a{t) = a{to) + d{t) 
= a{to) 



t = to 



{t - to) + I'dit) 



{t-tof + ... 



t=to 



do ^ ao 



(108) 



Rappelons les definitions de la constante de Hubble et du parametre de deceleration: 

do 



Ho = 



ao 



aotto 
^0 = — 72- 



En utilisant la definition du decalagc vers le rouge z, nous obtenons 



En inversant, on obtient: 



9o 



z = ifo(<o-i)+(^l + fj^fo(io-i) +••• • 

Maintenant, nous faisons un developement limite de la relation 

dt 



obtenant 



conduisant a 



r = {to - t) + -Hoito - tf + ... . 



rHo = z - -{1 + qo)z^ + ... . 



(109) 
(110) 
(111) 

(112) 

(113) 
(114) 



Remarquons que le premier terme nous fournit la loi de Hubble, puisque le 
decalage vers le rouge z est directement relie a la vitesse de la source. L'effet 
Doppler relativiste s'ecrit comme 



U = 1/0 



I — He. 



(115) 
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ou V est la frequence observee, z/q est la frequence dans le repcre propre de 
la source, v est la vitesse de la source par rapport a I'observateur et Vr est la 
Vitesse radiale de la source. En fait, lorsque la vitesse de la source est petite par 
rapport a la vitesse de la lumiere, et qu'elle se deplace radialement, nous avons 

z=- , (116) 
c 

d'oii, au premier ordre, 

v = HQr , (117) 

qui est la loi de Hubble reliant la vitesse de recession avec la distance de la 
source. 

Un concept tres important est celui de la distance luminosite. Considerons 
une source avec une luminosite absolue L, c'est-a-dire, L est la quantite d'energie 
emise par la source par unite de temps et unite d'aire. Avec la normalisation 
ao = 1, nous aurions que la luminosite regu devrait etre de I'ordre 

' = 3^ • (™' 

r etant la distance de la source aux observateurs. Mais, a caiise de I'expansion 
de rUnivers, I'energie de cliaque photon cmis par la source decroit par un facteur 
0-1 /do = cii, oil fli est la valeur du facteur d'eclielle au moment oil le photon a 
ete emis; par contre, la quantite de photons regus decroit aussi du meme facteur 
a cause de I'augmentation de la periode d'emission. Ainsi, nous avons pour la 
luminosite mesuree par I'observateur, 

. ("^) 

a{t) etant le facteur d'echelle au moment de remission et r etant la distance 
de la source a I'observateur. Ainsi, nous pouvons definir la distance luminosite 
comme 

dL = ^ . (120) 

En astronomie on definit la magnitude apparente m et la magnitude absolue 
M par la relation 

dL = 10^+^ . (121) 
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Mais, nous avons pour la distance luminosite, en utilisant le concept de decalage 
vers le rouge employe auparavant, 



dL = r(l + z) . 



(122) 



En utilisant I'expression (114), nous obtenons 



-Ho 



(123) 



Done, en mesurant la distance luminosite d'une source dont on connait la mag- 
nitude absolue, on peut essayer de decouvrir ho et qo- Ayant ces quantites on 
peut obtenir, a I'aide les equations d'Einstein, des informations sur le contenu 
materiel de I'Univers. 



5 Le modele cosmologique standard 

La cosmologie standard, qui essaye de decrire I'Univers que Ton observe, est 
basee sur un nombre limite des faits observationnels: 

1. L'Univers est en expansion; 

2. L'Univers aujourd'hui a une temperature isotrope de I'ordre de 2, 7 K; 

3. La distribution de temperature dans le del presente une petite anisotropie 
de I'ordre de 




(124) 



4. La matiere baryonique est composee, en gros, de 75% d'hydrogene et 25% 
d' helium; 

5. II cxiste des structures locales dans I'Univers sous forme de galaxies, amas 
dc galaxies, amas d'amas de galaxies, regions vides, la grande parol, etc. 
La dcnsitc dans le cas d'une agglomerations dc matiere peut atteindre 100 
fois la valeur de la densite moyenne de I'Univers. 
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II y a un autre rcsultat, asscz recent, venant dcs observations des supernovas type 
la, qui indique que I'Univers se trouve dans une phase d'expansion acceleree. 
Mais, nous aborderons cette question plus tard. 

L 'expansion de I'Univers ressort des solutions trouvees auparavant. Con- 
siderant un fluide avec une pression p = ap, nous avons trouve des solutions 
oil d est toujours positif, sauf dans le cas ou la courbure est fc = 1: pour cet 
Univers, dit Univers ferine, a parti d'un certain moment, a peut etre negatif. 
Mais, en tout cas, le fait que I'Univers soit en expansion aujourd'hui, et depuis 
longtemps il faut le dire, n'est pas en contradiction avec un Univers ferme. 

L'evidence que I'Univers est en expansion vient de I'observation des galaxies 
autour de la notre: a part certaines galaxies qui appartiennent a notre groupe 
local de galaxies et qui, par consequent, ont des vitesses peculieres (vitesses 
propres par rapport au flot cosmologiquc) trcs importantes, toutes les autres 
semblent s'ecartcr do nous. Si nous n'occupons pas une place privilcgicc dans 
I'Univers, ccla indique que dcs obscrvatcurs dans d'autrcs galaxies verraient le 
meme scenario. Done, la seule possibilite c'est que I'Univers doit se trouver 
en expansion. La vitesse d'expansion peut etre mesuree a partir du decalage 
vers le rouge des raies spectrales observees dans le rayonnement regu de ces 
objets. La distance, du moins des galaxies proches, peut etre mesuree par 
des moyens independants (par exemple, grace aux etoiles variables du type 
Cephei'des). Ainsi, nous pouvons obtenir la valeur de la constante de Hubble 
aujourd'hui en utilisant I'expression (117). Des mesures recentes indiquent 

H,^7Q^ . (125) 
Mpc.s 

Puisque IMpc 3 x 10^^ cm, cela nous conduit a ilo ^ 4 x 10^^ s~^. Nous 
avons afRrme auparavant que I'age de I'Univers est de I'ordre de I'inverse de la 
constante de Hubble. Ainsi nous obtenons que I'Univers doit avoir un age de 
I'ordre de 

to~13Ga, (126) 

oil 1 Ga = 10^ ans. II faut dire que I'age estime des objets les plus vieux qu'on 
connait dans I'Univers, les amas globulaires d'etoiles, est compris entre 11 et 
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16 Ga. Cos estimations ctant tres imprcciscs, il n'cst pas clair pour I'instant 
s'il existe une "crise d'age" ou pas, c'est-a-dire, si Page des enfants (les amas 
globulaires) est plus eleve que I'age des parents (I'Univers lui-meme). 

En tout cas, ayant I'age de I'Univers, nous pouvons estimer "son rayon visi- 
ble" en le multipliant par la vitesse de la lumiere: 

Rjj = -^^ 4.000 Mpc ~ 10^8 cm . (127) 

Maintenant, possedant la valeur de la constante de Hubble aujourd'hui on peut 
estimer la densite critique: celle pour que I'Univers soit spatialement plat. Nous 
avons vu que 

H'o = Y^f:Pio = YGPc ■ (128) 

En inserant les valeurs numeriques, on obtient pour la densite critique de I'Univers, 
pc ^ 10~^^fif/cm^. Les observations directes du contenu materiel de I'Univers 
identifient deux composantes principales: la matiere baryonique et le rayone- 
ment. Les baryons ont une equation d'etat pb = 0, tandis que le rayonement, 
le gaz de photon responsable de la temperature de I'Univers, obeit a I'equation 
d'etat pr = Pr/S- Nous avons defini auparavant les parametres de masse en 
fonction de la densite critique, n,o- Les observations indiquent 

f7fco--0,04 , 0,-0 ~ 10"^ . (129) 

Done, la matiere baryonique domine aujourd'hui sur le rayonnement. Mais, a 
cause des equations d'etat dc chacune de ces composantes, leur densite evolue 
avec le facteur d'cchcUe, ou avec le decalage vers le rouge z, comme 

06 = ^ = ^60(1 + ^)^ , 0. = ^ = n.o(l + ^)^ . (130) 

Puisque la densite du gaz photonique decroit plus vite que celle des baryons 
dans un Univers en expansion, il doit y avoir dans le passe un moment ou 
les deux densites doivent etre egales. En fait, en posant 06 = 06, on trouve 
que cela a eu lieu vers z = 4.000. Si Ton considere un Univers plat, domine 
par la matiere, nous avons a oc t^/^, et cette valeur de z, compte tenu de 
Page de I'Univers estime ci-dessus, equivaut au moment oil I'Univers avait trois 
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cents millions crannccs: jusqu'a cc moment, le rayonnement dominait sur la 
matiere baryonique. Remarquons que I'estimation de la valeur de z quand il y 
a eu egalite entre la matiere et le rayonnement est, grosso modo, independante 
du modele, tandis que I'estimation de Page de I'Univers a ce moment depend 
fortement du modele (Univers plat, ferme, ouvert, etc.). 

Le modele standard de la cosmologie contient done deux phases principales, 
en principe. Dans un premier temps, la radiation domine le contenu de I'Univers, 
jusqu'a z = 4.000; apres, la matiere baryonique domine, jusqu'a aujotird'hui. 
Quelles sont les evidences pour ce scenario? En ce qui concerne la phase de 
rayonnement, d'abord il y a la temperature de I'Univers aujourd'hui, un fos- 
sile de cette phase "chaude" de revolution cosmique. Mais, il y a une autre 
evidence: la nucleosynthese primordiale. En fait, des elements chimiques legers, 
tels I'hydrogcnc, Ic deuterium, I'hclium ct Ic lythium ont du etre produits dans 
I'Univers primordial. Des considerations sur TUnivcrs primitif montrent que ces 
elements ont du etre produits dans les 3 premieres minutes de I'Univers. Des 
calculs detailles ont permis d'estimer I'abondance des ces elements, et ces cal- 
culs fournissent des resultats qui sont en accord avec I'observation a 1% pres. 
Get accord remarquable est obtenu si le parametre de densite pour les baryons 
est tel qu'aujourd'hui fito ^ 0, 04 et que le rapport entre baryons et photons est 
7? = 10-10. 

En plus, la phase materielle est necessaire pour que des structures comme 
les galaxies se forment. En fait, la matiere baryonique a une pression nuUe, et 
lorsqu'elle domine, le phenomene d'effondrement gravitationnel peut avoir lieu, 
ce qui est a I'origine des structures locales. Neanmoins, ce scenario presente des 
difficultes qui suggerent que d'autres ingredients doivent etre ajoutes au modele 
standard. 

6 Le probleme de formation des structures 

Les galaxies, amas de galaxies et d'autres structures plus complexes observees 
dans I'Univers doivent etre formees a partir de la matiere a pression nuUe, en 
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rocurrcncc la maticrc baryoniquc. Mais, lorsqu'on fait unc etude detaillce du 
processus de formation des ces structures, on pent se rendre compte que le 
scenario esquisse auparavant ne peut expliquer convenablement le processus de 
formation des structures de I'Univers. On fournira par la suite des raisons a la 
fois qualitative et quantitative a ce probleme. 

Tout d'abord, remarquons que pendant la phase de rayonnement, la matiere 
baryonique ne peut subir le processus d'effondrement gravitationnel. Cela tout 
simplement parce que, a ce moment, les baryons sont fortement couples aux 
photons, et le gaz de photons exhibe une pression tres elevee: cette pression 
photonique empeche les baryons de s'agglomerer. Done, les baryons ne peu- 
vent s'agglomerer qu'a partir du moment oii ils commencent a dominer le con- 
tenu materiel de TUnivers, c'est-a-dire, a partir de ^; = 4.000. En fait, ils 
s'agglomcrcnt a partir d'un moment ulterieur, puisque, meme si les photons ne 
domincnt plus Ic contcnu materiel dc I'Univers, il y a tcUemcnt phis do pho- 
tons que dc baryons que ccux dcrnicrs rcstcnt encore tres couples aux photons 
jusqu'a z ~ 1.000. A partir de ce moment, les baryons peuvent subir le processus 
d'effondrement gravitationnel. 

Pour voir comment a lieu ce processus, nous retournons au formalisme new- 
tonien. Cela rendra I'analyse plus simple, sans sacrifier I'essentiel des resultats. 
Retournons aux equations (8,9,10). Nous connaissons deja les solutons qui 
decrivent devolution de I'Univers de base. Maintenant, introduisons dans ces 
equations les quantites, 



ou les quantites avec les indices indiquent la solution de fond, representant 
I'Univers homogene et isotrope non perturbe, et les quantites avec les indices 1 
representent des petites fluctuations autour de ces solutions de base. En general, 
ces fluctuations ont la forme. 



P = Po + Pi 



V = Vq + Vi 



'0 



+ 



'1 



(131) 




(132) 



Le facteur d'echelle a ete introduit de sorte que k = {2n/X)k, A est la longueur 
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d'ondc, ct aX fournit la longueur d'ondc physique. En introduisant los fluctua- 
tions de cctte maniere, et gardant les termes du premier ordre, nous obtenons 
lorsque la pression est nulle, 



„ a . po r ^ 
Pi + 3-pi + 1 — k.vi 
a a 







.1. d ^ 

Vi + -Vi 

a 



.kpi .k 

= —I t—(pi 

a po a 

— o<Pi= 47rG/9i 



(133) 
(134) 
(135) 



En se rappellant que 



Po + 3-po 
a 



et en definissant le contraste de densite 



nous obtenons 



ou nous avons defini 



a 



2, ,2 



k V 



PO 

3 

dp 
dp 



A = 



(136) 



(137) 



(138) 



(139) 



la Vitesse du son. Le dernier terme dans I'equation (138) montre la competition 
entre deux effets: le terme connecte a la vitesse du son, et le terme connecte a 
la masse. Lorsque le terme de la vitesse du son (done, de la pression) domine, 

les perturbations oscillcnt. tandis que quand le terme gravitationnel domine, les 
perturbations croicnt. Ccla conduit au concept dc longueur d'onde de Jeans, la 
longueur d'ondc assoacic a une fluctuation a partir de laquelle I'enffondrement 
gravitationnel a lieu. Puisquc 

2 

= AnGp , (140) 



dans le cas present, la longueur d'onde de Jeans prend la forme 



ay/Gp 



(141) 
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Dans cc qui suit, la vitcssc du son sera cgalc a zero, puisquc nous avons a fairc a 
de baryons. Pour obtenir cette equation nous avons egalement utilisee I'equation 
de Priedmann pour le cas plat. 

Maintenant, rappelons que pour le cas plat a oc t^/^. Ainsi, nous avons 
I'equation 

A+^^-^^=0 . (142) 
3 t 3 i2 ^ > 

Nous avons deux solutions: 

A+ cx t^'^ , A_ oc t-^ . (143) 

La deuxieme solution represente un mode decroissant, et en principe il ne nous 
interesse pas pour ce qui concerne la formation des structures. La premiere 
solution represente un mode croissant, et il se comporte comme A oc a, c'est-a- 
dire, il croit comme le facteur d'echelle. 

Maintenant nous sommes en mesure de verifier si le scenario standard pent 
rendre compte du processus de formation de galaxies. Cependant, les galax- 
ies sont des objets qui pcuvent parfois avoir une dcnsitc de deux ordres de 
grandeurs plus grande que la densitc critique. C'cst-a-dirc que Ics galaxies sont 
dans le regime non lineairc. Mais, les mesures de I'anisotropie du rayonnement 
cosmique de fond indiquent que les fluctuations de temperature au moment ou 
la radiation s'est decouplee de la matiere etaient de I'ordre de 10~^. Puisque 
les deux composantes, matiere et radiation, etaient couplees a ce moment, on 
peut s'attendre a ce que cela soit I'amplitude du contraste de densite. Depuis, 
le contraste de densite a evolue comme le facteur d'echelle. Done nous avons 
que le contraste de densite aujourd'hui doit etre de I'ordre de 

Af = . (144) 

Posant, a/ = ao = 1, flj = 1/(1 + Zi) ~ 10"'^ et Aj ~ 10~^, nous obtenons pour 
le contraste de densite aujourd'hui, 

A/ = Ao~10"^ . (145) 

Ainsi, avec le scenario decrit ci-dessus, nous serions loin encore du regime non 
lineaire, et les galaxies n'auraient pas encore ete formees. 
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II y a unc manicrc do rcsoudrc cc problcmc. EUc consistc a supposcr qu'cn 
plus de baryons il existe dans I'Univers une autre type de matiere froide, c'est- 
a-dire sans pression, dont I'interaction avec le rayonnement et les baryons est 
tres faible. Ce genre de matiere est appelle WIMPS, de I'anglais weak inter- 
acting massive particles, particules massives d'interaction faible. Cette matiere, 
justement a cause de sa faible interaction, se decouple des photons bien avant 
les baryons. Ainsi, elle peut commencer a subir le processus d'effondrement 
gravitationnel bien avant les baryons, et atteindre le regime non lineaire avant 
aujourd'hui. En plus, I'agglomeration de ces WIMPS cree des puits de potentiels 
ou les baryons tombent apres, ce qui explique pourquoi on trouve des baryons 
aujourd'hui dans le regime non lineaire. 

II existe uniquement un inconvenient a ce scenario: ces particules massives 
n'ont jamais ete detectees. Elles ne peuvent ctrc formccs dc quarks ot do Icptons 
comme les baryons, puisquc sinon cllcs dcvraicnt cmcttrc dc la radiation; puisque 
cette matiere n'cmct aucun type dc radiation on rappcUc matiere noire. II 
existent des candidats pour cette matiere froide noire, comme les axions, qui 
sont prevus par des theories de grande unification. Mais cela reste speculatif. 
De plus, I'etude de la dynamique des amas de galaxies indiquent un parametre 
de densite pour la matiere sans pression de I'ordre de 

O„o~0,2 , (146) 

bien au-dessus de la quantite de baryons prevue par la nucleosynthese primor- 
diale, et en accord avec le scenario de matiere froide noire pour la formation de 
galaxies. Cela soutient cette idee d'une autre composante non-baryonique dans 
I'Univers. 

7 Le probleme de conditions initiates et le scenario 
inflationaire 

Le modele cosmologique standard ebauche precedement contient plusieurs dif- 
ficultes qui doivent etre abordees par un modele cosmologique complet. Les 



30 



problcmcs Ics plus rcmarquablcs, a par rexistcncc d'unc singularitc initialc, ont 
a voir avec la necessite d'imposer des conditions initales tres particulieres. Ces 
conditions initiales concernent: 



1. Le probleme de la platitude de I'Univers; 

2. Le probleme de 1' horizon; 

3. Le probleme du spectre initial des perturbations cosmologiques. 

Commengons par le probleme de la platitude. A un temps t quelconque, 
nous pouvons ecrire les equations d'Einstein comme 



k SttG 



H^ + — = —PT . (147) 



Cette equation peut etre re-ecrite comme 

"^-1 = ^ = 4 • (148) 

Lorsquc rUnivcrs est compose des fluidcs "normaux" dont la prcssion est pos- 
itive, il est on train do docclcrcr. Dans cc cas a est unc fonction dccroissante 
du temps. Ainsi. pour mio valour do k donnce, la difference \Qt — 1| a dii etre 
beaucoup plus petite dans le passe qu'aujourd'hui. Or, les observations con- 
cernant le spectre de I'anisotropie du rayonnement de fond cosmique indiquent 
que, aujourd'hui |f2To — 1| ~ 0,02. Considerons, pour simplifier, le cas d'un 
Univers plat domine par le rayonnement pendant toute son histoire. Par rap- 
port a un calcul que tient en compte toutes les phases de I'histoire de I'Univers, 
cela revient a introduire un facteur de I'ordre de I'unite. Ainsi, a = aot^^^. 
Done, 

Akf 

nT-i = ^ . (149) 

Comparons cette expression aujourd'hui et dans un temps recule dans le passe: 

flxo — 1 ^ ^ 

Ainsi, en introduisant \CIto — 1| ^ 0,02, to 10^^ s (I'age de I'Univers au- 
jourd'hui) et, par example, t = 10^^ s (a peu pres le moment de I'egalite entre 
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le rayonement et la matiere), nous obtenos 

IQt - 1| ~ 10"^ 



(151) 



II est facile de verifier que plus nous reculons dans le passe, plus Ot est proche 
de I'unite, c'est-a-dire de la densite critique. Ceci est du au fait que Ot = 1 (la 
densite critique) est un point instable: si aujourd'hui il est proche de I'unite, 
comme indiquent les observations, il devrait etre extremement proche de I'unite 
dans le passe tres lointain. Ceci est une condition initiale tres particuliere. La 
question est: pourquoi cette condition a eu lieu dans I'Univers primordial? 

Le probleme de I'horizon peut etre enonce comme suit. Considerons, de 
nouveau pour simplifier les calculs, que I'Univers est plat et domine par le 
fiuide de radiation, comme avant. Nous savons que I'Univers est rempli par 
une radiation isotrope; cela veut dire que la temperature est la memo dans 
toutcs les directions. Or. dcpuis Ic dckiouplagc cntre la radiation ct la maticrc, 
les photons voyagont librcmcnt dans Tcspacc. Considerons dc nouveau pour 
simplifier, quo le dccouplagc a cu lieu k td ^ 10^^ s. Puisquc nous avons afi'aire 
a la propagation dc photons, la distance coordonncc d'unc source qui a emis le 
photon qui nous arrive aujourd'hui venant de la "surface de derniere difusion" 
(la surface definie par le moment du decouplage entre la radiation et la matiere), 
nous avons 

- -C^-C^-i''" ■ <^^^' 

puisque to ^ 10^^ s. Si nous considerons deux photons qui ont ete emis par des 
sources diametralement opposees, la distance coordonee entre ces deux sources 
est 

= 2r =~ 4*^^ . (153) 

Observons que ces sources presentent la meme temperature. 

On calcule maintenant la distance horizon coordonnee au moment du decouplage 
entre la radiation et la matiere. La distance horizon fournie la dimension de la 
region causale a ce moment. EUe est obtenue en cherchant la distance (toujours 
coordonnee) parcourue par la lumiere de t = jusqu'au moment qu'il nous 
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interesse, c'est-a-dire, le moment du decouplage: 



Jo a Jo 



dt 



2t 



1/2 



rH = 



d 



(154) 



Divisons maintenant la distance coordonnee qui separe les sources calcule aupar- 
avant, et la distance coordonnee de I'horizon au moment du decouplage. Nous 
obtenons, 



Cela veut dire que les sources etaient separees par une distance a peu pres deux 
cent fois plus grande que la distance de connexion causale. Done, les sources 
n'etaient pas en contact causal. Pourtant, elles sont a la meme temperature. 
Ceci ne pent etre obtenu qu'imposant I'equilibre thermique entre des regions 
sans connexion causale comme condition initiale. 

Cos problcmes peuvent etre resolus si Ton suppose que, bien au debut de 
I'histoirc dc I'Univcrs, il y a eu une periodc d'cxpansion exponcnticUc, ou quasi- 
exponcnticUc, ditc periodc inflationnairc. Ccci pout avoir lieu dans un temps 
trcs petit. Lc Icctour peut consultcr les references [4, 5] pour plus de details. 
Supposons done que I'Univers subi une periode d'expansion exponentielle entre 
en temps ti et tf peu apres t = 0. Revenons tout d'abord au probleme de 
la platitude. Supposons en plus que ti = 10~^^ s pour des raisons dont on 
parlera plus tard. A cette epoque, suivant le raisonement expose ci-dessus, pour 
expliquer les donnees observationnelles, nous devrions avoir, 



Ce resultat a ete obtenu en supposant que le facteur d'echelle evoluait comme 
dans la phase de rayonnement. Si nous supposons maintenant qu'il a existe 
une phase exponentielle comme decrite ci-dessus, pendant laquelle le facteur 
d'echelle se comporte comme a oc exp(rf), oil T est une constante, nous aurions 
a la fin de la phase exponentielle 
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(155) 



|fiM-l|~10 



-50 



(156) 



l»M-l|/ 
\^M — l|i 



exp[-2r{tf - m 



(157) 
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Or, si TAt ^ 25, I'Univcrs pourrait dcbutcr avcc dcs valours pour Ic paramctre 
de densite de I'ordre de I'unite, et nous aurions meme ainsi les valeurs requises 
par robservation aujourd'hui. 

Cette phase inflationnaire pourrait aussi resoudre la question de I'horizon. 
En fait, supposons qu'entre ti et tf le facteur d'echelle exhibe une expansion 
exponentielle, et apres une expansion comme pour I'Univers domine par le ray- 
onnement. Posons: 

a = aie" , {ti<t<tf) ; a = aof^'^ , {tf <t) . (158) 

Les conditions de raccordement de ces solutions kt = tf, nous disent que 

^1/2 

ai = ao 7=-^ . (159) 

exp(ri/) 

Calculous de nouveau la distance horizon coordonnee a la fin de la phase infla- 
tionnaire: 

r„ = L/^e-"^ -e-"'V ^- ( 1 - e^^*^"*') V - e^^*^-*') 

" TaA J TaotyA J Taotf 

(160) 

si r{tf — ti) est beaucoup plus grand que I'unite. Si Ton compare la distance 
coordonnee de I'horizon a la fin de la phase inflationnaire avec la distance coor- 
donnee entre les sources que nous observons aujourd'hui, nous avons 

— = 2r(W/)'/'e-r^*^-**) ~ 2r X 10-« X e-r^* . . (161) 

Ceci pout ctre dc nouveau de I'ordre de Tunitc si TAt ^ 65. En fait, en sup- 
posant que la durce de la phase inflationnaire est telle que At ^ lO^''"^ s, nous 
avons r ~ 6 X lO^** et, par consequent, Ts/th ^ 1 dcja a la fin de la phase 
inflationnaire: les sources qui ont emis les photons au decouplage etaient deja 
causuellement connectees des la fin de la phase inflationnaire. 

Maintenant, la question est comment obtenir cette phase. Si nous regardons 
I'equation de Priedmann pour le cas plat, il est facile de verifier que pour ce faire 
il faut que, pendant la periode inflationnaire, un fluide avec densite constante 
doit dominer le contenu materiel de I'Univers. Ceci peut etre obtenu si Ton 
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ajoutc aux equations d'Einstoin unc constantc cosmologique A. Dans le cas ou 
il n'y a pas de matiere, les equations d'Einstein s'ecrirait, 

R^.u-l9|.uR-9^..^ = , (162) 

et les equations du mouvement se liraient, 

3g)=A , (163) 

2U^=A , (164) 
a \a J 

avec la solution 

a oc e\^* . (165) 

Ces equations equivalent a celles d'un fluide parfait decrites auparavant, avec 
une equation d'etat 

p = -p . (166) 

Cette equation d'etat pent representer le vide quantique. On pourrait in- 
terpreter la phase inflationnaire comme celle oii I'energie du vide quantique 
domine sur les autres formes d'energie. 

Mais, il y a une question relative a 1' existence de cette phase inflation- 
naire: puisque tous les autres formes d'energie que nous avons expose aupar- 
avant decroissent avec le temps, et puisque la phase inflationnaire doit avoir 
eu lieu uniquement dans une periode de temps tres courte bien avant la nu- 
cleosynthese (epoque ou I'Univers doit etre domine par le rayonnement), une 
fois que I'energie (constante) du vide commence a dominer le contenu materiel 
de rUnivcrs, pourquoi elle cesse de le faire a partir d'un certain moment? Ce 
problcmc est tellement important qu'il a regu un nom: le probleme de la sortie 
gracieuse. 

Unc manicrc dc traitor I'lnflation ct Ic problcmc dc la sortie gracieuse est 
considerer que Tinflation n'est pas cause par la constantc cosmologique proprc- 
ment dite, mais par un champ scalaire dynamique, avec auto-interaction, que 
se comporte comme une constante cosmologique a un certain moment. En fait. 



35 



considerons un champ scalaire avec auto-interaction donne par le lagrangien, 



(167) 



ou V{(f)) est le potcntiel rcprescntant I'auto-interaction du champ. Le tenseur 
d'impulsion-energie associe a ce lagrangien est 

T^. = (t>;f.<t>;u - \9^u(l>;p(l)''' + g^uV{(l)) . (168) 

Si Ton considere maintcnant la metrique de FRW et les expressions correspon- 
dante pour un fluids parfait, la densite d'energie et la pression associees a ce 
champ scalaire sont 

P=Y + n<^) , (169) 

Si le potentiel est tel qu'il domine, pendant un certain moment de revolution 
de rUnivers, sur le terme cinetique, nous avons 

p-V{cj>) , p^-V{<f>) ^ p^-p . (171) 

Tout le travail maintenant consiste a trouvcr un potcntiel V{<j>) qui puisse 
satisfairc ccttc condition dans ime courtc pcriodc do temps bicn au debut de 
I'histoire de TUnivcrs, conduisant aprcs au modclc standard dccrit auparavant. 
II existe plusieurs propositions dans cc sens dans la littcraturc, mais jusqu'ici 
aucun scenario enticrcmcnt satisfaisant n'a pu ctre mis en place. Mais, en 
general des champs scalaires avec auto-interaction apparaissent dans le pro- 
cessus de brisure de symmetrie dans des theories comme la theorie de grande 
unification. Cette brisure de symetrie a lieu a des echelles d'energie tres hautes 
(T 10^^ Get;, par exemple), de maniere que, en terme du temps cosmiques, 
elles ont lieu a des echelles de temps tres petites, comme celles consideree ci- 
dessus. D'autre part, le probleme de la sortie de la phase infiationnaire decrit 
ci-essus peut etre resolu en introduisant un couplage entre le champ d'inflaton 
et le terme decrivant le fluide de rayonnement. 
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En tout cas, rcxistcncc dc cette possible phase inflationnaire aurait des 
consequences tres positives pour la comprehension de la formation des struc- 
tures dans I'Univers. En fait, nous avons touche a ce probleme avant, mais nous 
n'avons pas aborde une question essentielle: quelles sont les conditions initiales 
des fluctuations qui donnent naissance aux structures observees dans I'Univers? 
L'existence d'une phase inflationnaire peut repondre a cette question. En ef- 
fet, le champ scalaire reponsable pour I'inflation, qu'on appelle inflaton, doit 
etre d'origine quantique. II doit subir done des fluctuations quantiques. En 
considerant les fluctuations de I'inflaton comme etant des fluctuations du vide 
quantique, on peut flxer I'amplitude de ces perturbations, du aux conditions de 
normalisation des modes quantiques, et le spectre, du au caractere gaussien des 
ces fluctuations du vide. II est remarquable que cet ensemble de conditions ini- 
tiales dictees par le modclc inflationnaire soit en accord apparent avec le spectre 
des anisotropics du rayonnement cosmique de fond. 

8 L 'acceleration de I'Univers et autres questions 
en cosmologie 

Parmi les parametres cosmologiques, il y a un consensus aujourd'hui que la 
valeur dc la constantc d'Hubblo doit ctrc autour do Hq ^ 70 km/ Mpc.s. D'autre 
part, la grandc surprise dans ces dcrnicrcs annecs est vomic do la determination 
du parametre dc deceleration qq. Comme on a vu auparavant, cc parametre 
apparait dans la deviation du regime lineaire de la loi de Hubble. Ainsi, pour 
mesurer qo, if faut observer des objets a des valeurs assez elevees de z. Le grand 
probleme que se pose est d'avoir des "chandelles standards" fiables de maniere 
qu'on puisse connaitre leur magnitude absolue et, au meme temps, qu'on puisse 
les detecter a des grandes distances. L'utilisation des galaxies posent, a cet 
egard, des problemes puisque nous ne connaissons pas leur processus evolutif. 

La possibilite d'avoir des "chandelles standards" fiables, capables d'etre 
detectees a des grandes distances, a regue une forte impulsion avec les observa- 
tions des supernovas de type la. Ces supernovaesont consequences de I'explosion 
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d'une etoilc naino blanche, lorsquc cllc dcpassc la limite de Chandrasckhar due 
a I'absortion de la masse d'une etoile massive dans un systeme binaire. Puisque 
la limite de stabilite des naines blanches est atteinte a une masse tres precise (la 
limite de Chandrasekhar), les conditions de I'explosion de ces etoiles sont tres 
standard, et la magnitude absolue qu'elles peuvent atteindre est bien etablie. Le 
probleme concernant ces supernovae type la reside dans leur rarete: on observe 
tres peu de supernovae de type la. Mais en regardant tres loin dans I'espace, on 
peut detecter une quantite raisonable de ces objets. En plus, comme leur lumi- 
nosite est tres elevee, on peut detecter des supernovae de type la a des valeurs 
de z sufBsament elevees pour pouvoir avoir des informations sur la valeur de go- 
Deux pro jets de detection des supernovae de type la sont en cours depuis la 
moitic des annees 90 [6, 7]. La grande surprise est venu du fait que I'accord avec 
les observations exige une valeur negative pour q^. Cela impliquc, d'aprcs Ics 
equations d'Einstcin, que I'Univers aujourd'hui doit ctrc domino par un fluide 
do prcssion negative, ccci de telle manicrc que I'equation d'etat effective est 
de I'ordre a = pr/pt ~ —0,7. II faut croiser ces resultats avec ceux venant 
de I'etude du spectre de I'anisotropie du rayonnement cosmique de fond. En 
fait, ce spectre, exprime en termes d'un developement multipolaire, presente 
un plateau pour des valeurs petites de I'ordre multipolaire, suivi d'une serie de 
pics, dit pics Doppler. La position du premier pic Doppler a un rapport directe 
avec la densite total de I'Univers. La position de ce premier pic Doppler est 
coherente avec une densite totale, 

r^To = 1,02 ±0,02 . (172) 

Ainsi, I'Univers aujourd'hui est quasiment plat. 

Done. I'analysc de toutcs ces donnces impliquc que nous avons pour le con- 
tenu materiel de I'Univers aujourd'hui la distribution suivante: 

f26o~0,04 , f2„o~0,3 , Oc0~0,7 . (173) 

Ofto indique la fraction de baryons, tandis que 0^0 est la fraction de matiere 
noire et fico indique la fraction d'energie noire. Cette derniere serait le flu- 
ide avec pression negative responsable de I'acceleration de I'Univers et qui 



38 



no s'agglomcrorait pas, c'ost-a-dirc qu'cllc rcstc unc composante homogene ne 
subissant pas le processus d'effondrement gravitationnel. 

Un aspect curieux des resultats esquisses ci-dessus est que nous vivons au- 
jourd'hui dans une phase inflationaire. Done, le modele d'inflation originaire- 
ment congu pour resoudre les problemes de conditions initiales de I'Univers 
primordial doit etre egalement applique a I'Univers actuel. Pour la phase infla- 
tionaire dans I'Univers primordial nous avons deja vu quels sont les candidats 
pour le champ qui engendre I'expansion aceleree de I'Univers. Pour la phase 
inflationaire que se manifeste aujourd'hui, il existe plusieurs candidats, tous 
ayant faire face a differentes diflacultes. Le premier candidat est la constante 
cosmologique vue comme energie du vide quantique. Admettre que la constante 
cosmologique a ete responsable pour la phase inflationnaire primordiale pose 
des grandes difRcultes puisque cette phase primordiale doit finir bicn avant la 
nucleosynthcsc primordiale; mais, une constante cosmologique unc fois domi- 
nant le contcnu materiel dc I'Univers, restera la composante dominantc par la 
suite, ce qui rendre la constante cosmologique une candidate improbable pour 
la premiere phase d'inflation. Neanmoins, cet empechement est moins impor- 
tant pour la phase actuelle. De toute maniere, la valeur de la constante cos- 
mologiques necessaire pour expliquer I'aceleration presente de I'Univers devrait 
etre telle que fl ao ^ 10~^^ GeV"^. Cette valeur est 120 ordre de grandeur plus 
petite que la valeur prevue pour I'energie du vide dans I'Univers par la theorie 
quantique du champ. Ce fait rendre tres improbable la possibilite que I'energie 
du vide soit la constante cosmologique [8]. 

En vue de cette situation, il a ete proposee aussi pour I'Univers actuel 
un champ dynamique qui serait responsable de I'acceleration de I'Univers au- 
jourd'hui. Qa serait un champ scalaire avec auto-interaction, tout comme 
I'inflaton dccrit auparavant, mais dont Ic potcnticl aurait unc autre forme, de 
maniere a que cc champ scalaire soit au debut une composante soiis-dominantc, 
dcvenant plus tard la composante dominantc de I'Univors. II a etc dcnome 
quintessence[9]. Des potentiels avec les caracteristiques requises peuvent etre 
obtenus a partir, par exemple, des theories de supergravite. Neanmoins, un 
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ajustcmcnt fin dcs paramctrcs so fait ncccssairc. II y a d'autrcs propositions 
pour la description de I'energie noire, tels le gaz de Chaplygin[10], le champ 
fant6me[ll], etc. Mais, pour I'instant la question de qui est effectivement re- 
sponsable de I'acceleration de I'Univers aujourd'hui reste ouverte. 

II existe plusieurs autres sujets importants aujourd'hui en cosmologie, soit du 
point de vue theorique, soit du point de vue observationnele. Nous aborderons, 
pour clore cette serie d'exposes sur la cosmologie uniquement la question de la 
singularite initiale. Cela constitue evidemment un probleme puisqu'une singu- 
larite represente, du point de vue mathematique, une incompletude geodesique, 
et du point de vue physique une situation ou toute description par des lois 
precises est impossible. Ainsi, il existe plusieurs propositions pour resoudre le 
probleme de la singularite initiale. Une premiere proposition consiste a dire 
que, lorsque I'Univers s'approchc de cette singularite, des cffets quantiques de- 
viennent de plus en plus importants, de telle maniere qu'ils finiront pour eviter 
que rUnivcrs atteigne cette singularite. Cette proposition, par ailleurs tres 
interessante, a I'inconvenient majeur de qu'il n'existe pas encore de theorie quan- 
tique de la gravitation consistante[12]. EUe reste, cependant, une speculation. 

Une voie interessante pour resoudre le probleme de la singularite tout comme 
les autres problemes concernant la cosmologie primordiale vient des theories de 
cordes[13, 14]. Les theories de cordes sont basees sur I'idee que les elements 
fondamentaux de la nature sont des cordes qui se deplacent dans I'espace-temps. 
Pour des raisons de coherence, la dimension de I'espace-temps doit etre egale a 
10; les cordes elles memes doivent avoir la dimension de la longueur de Planck, 
c'est-a-dire, 10~^^ cm. L'action qui decrit la partie bosonique de cette theorie 
est celle de Nambu-Goto; 



ou G est le determinant de la metrique a dix dimensions. Un developpement 
perturbatif conduit a Taction effective des cordes 



ou (j) est dit le champ de dilaton et ^' le champ d'axion. II existe beaucoup 
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d'cspoirs que la thcoric do cordcs puissc conduirc a un scenario primordial oii 
les problemes du modele standard disparaissent. Pour I'instant, ceci reste un 
espoir, et peut etre faut 11 aller au-dela de Taction effective ecrlte cl-dessus pour 
obtenlr des resultats satlsfalsants. 
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